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Wiskundige grondslagen van het mixen van cocktails

en het kneden van deeg

Bij het mixen van een "Martini" wordt een beker met |

! - :
inhoud ? eerst gevuld tot twee derde met gin en dan vers= x E gvermcuxh}i

4

der aangevuld met vermouth (€&n derde; fig. ;. Daarna

E' {gin}

wordt de belier gesloten en enkele keren geschud. Algemsen

wordt verwacht dat na een voldoend groot aantal keren
schudden iedere slok een mengsel van ca. twee derde gin en figs

é€én derde vermouth bevat. Wij zullen onderzosken in welke mate voor deze
verwachting een wiskundige grondslag bestaat.

Om het probleem precles te kunnen formuleren vereenvcudigen wij de
situatie: wi] veronderstellen dat een schudding T binnen ds beker X 1e=
der molekuul vlceistof van ziJjn corspronkelijke plaats x transporteert
naar een plaats Tx, die alleen afhankelijk is van x. Verder veronder=

stellen wij dat iedere schudding hetzslfde effect heeft (fig. 2.




Bij een serie van . schuddingen doorloopt Jus ieder mole=

kuul,uitgaande van zijn. oorspronkelijke plaats Xy achter=
. \ : 2 2

senvolgens de plaatsen x, Tx, TTx = T x, TT x = T Xg sscyp

ol

T"x {= baan van x onder de transformatie T in x!.

Om de vermenging te beschrijven, die door T in X

bewerkt wordt, moeten wij van iedere “willekeurige"” deel=
verzameling F {van plaatsen) in X aangeven, hoevesl van

3 - fi L3 2
zijn voiumen v{(F)] wordt opgevuld door mclekulen vermouth, &

kcmende van plaatser 1n de  deelverzameling Ej d= rest van v{F} wordt
dan opgevuld door mo.ekulen gin, komende van plaatsen in dae resterende

deelverzzmeling E'. M.a.vw. wij bekigken het volledig origineel

T_ﬁ’=§x@X‘;TxéF}

,,«.« w0y,

T F; £
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en de twee gedeelten ervan, bestaande uit vermouth resp.
gin (fig. 3)
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T FfRE'= (x&E": Tx&Fl.
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Om zinvolle uitspraken te kunnen doen veronderstellen wij dat le~
dere van de bekeken verzamelingen een "volumen” heeft (= meetbaar is)
en dat de molekulen, die na uitoefening van T in F terecht komen
corspronkelijk een verzameling van hetzelfde "volumen" opvulden als F.
Wij worden dus geleid tot de beschouwing van een speciaal stelsel R
ven deelverzamelingen die "meetbaar™ zijn en een "maat" v [gedefini-
eerd op R) met bepaalde eigenschappen {(b.v. A,B&R =* AAB &R
AJB&R; X&Ry v(X) = ). Het drietal (X,R,v) heet een maatruimte<
Verder worden wij geleid tct de vercnderstelling dat het volledig ori=-
ginesl T° F van een meetbare verzameling F woe; meetbaar 1s (m.a.w.

m hY

dat de transformatie T "meetbaar” is) en dat v(T 'F! = v{F) voor alle
L\

P

meetbare verzemelingen F pgeldt {m-a.w. cet T "meat-invariant” is
t.0.V. V).
Fen herhaalde toepassing van de laatstgencemde relaties leidt tot

de relaties




e "(T"(km”F) = {x€X : Tkx’éF}&R 1 voor alle F&R

w(T5F) = v(F), J

Het relatieve aandeel van vermouth resp. gin in F na &&n toepassing

van T is dan (voor v(F) > 0)

=1 = \
v(T FaNnE) v(T 'FAE
v(F Tespe v(F)
en na k toepassingen van T (= &&n toepassing van Tk}
(TP A E) res V(T *F AR )
v(F Pe viF ¢
; 1 s 2y
Verwacht wordt dat deze quotiénten tot v(E) (==§) resp. v(E {:=?)

naderen.

Definitie: Een meetbare maat=invariante transformatie T in een maat-
ruimte (X,;R,v) met v(X) = 1 heet sterk vermengend indien voor ieder
paar E,F &R geldt

lin W(T™¥FAE) = v(F) « v(E),

ke

Als de werking van T op ieder punt in X niet expliciet bekend is

kan geen uitspraak over vermengings=elgenschappen van deze speciale
transformatie T worden gedaan. Wel zijn er stellingen die uiltdrukken
dat in een zekere (topologische) zin de meeste transformaties ver-

mengend zijn.

Wij geven nu een voorbeeld van een sterk vermengende transformatie

in het eenheidsvierkant X.

¢

. . X
Door een affine transformatie

(samendrukking in verticale
richting en ultrekking in

horizontale richting)

T

wordt X eerst getransfor= p——— i
meerd 1- een rechthoek wvan

~

lengte Z en hoogte=%; !

fig, L
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daarna wordt de rechter helft {van lengte 1 en hoogte=§} afgesneden
en boven de linker helft geplaatst (fig, U4), Deze transformatie T
herinnert aan het kneden van deeg en i1s om deze reden ook bakkers-

transformatie genoemd, Analytisch is T gegeven door

{2x%} voor 0 £ x <=, 0 <y <« 1,

T(x,y) = 1
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Bij een gedetailleerde uitwerking moet als stelsel van meetbare
verzamelingen hier worden bekeken de o=algebra van Borsl=verzamelingen
en als maat v de twee-dimensicnale Lebesque=maat. Het kan echter wor=
den aangetoond dat iedere Borel=verzameling in een zekere zin kan wor=
den benaderd door eindige verenigingen van assen paraliele rechthoeken.
Bij het onderzoek of T al dan niet meetbaar maat-invariant en sterk
vermengend is, 1s het om deze reden voldoende zich tot een onderzoek
van de werking van T op assen parallele rechthoeken te beperken,

Wij merken op dat T het eenheidsvierkant X omkeerbaar eenduidig
op zich afbeeldt (ieder punt (x,y) heeft maar &én origineel punt
Tmz(xgy) wiens beeldpunt het is). Om te onderzoeken of T meetbaar en
maat=invariant is bepalen wij het volledig origineel TxﬂF van een assen

parallele rechthoek

F=AxB=AxB yAxB,

waar A x B, in de onderste helft van X

ligt en A 82 in de bovenste helft

(fig. 5). Stel a, b, en b2 zijn de
4

lengten van de intervallen A, B. en

132 resp. Dan geldt

=1, . -1, | <%,
T (A xB) =T (AxBJUT (A «B

- 2BV %’m x (2B, =",

il
ST =

Als een vereniging van ‘ee rechthceken 1is T F weer meetbaar. Dus T

is meetbaar. Verder geld:

=1_. _a ’
v{T F}~c§°2b?+

rofo

2b,. = a{bﬁ*b b= ow{F).

n
})




Dus T is maat=invariant, Op een soortgelijke manier kan worden aan-
getoond dat ook TF meetbaar is voor alle FER, Volgens de omkeer=

baarheid van T geldt dan
o(F) = v(T"'TF) = v(TF)

voor alle Fg R.

Het bewijs van de uitsprask dat T sterk vermengend is eist enkele
voorbereidingen, Wij verdelen eerst X in 4 congruente vierkanten met
zijdenmlengteclo Ieder dergelijk vierkant is gekenmerk:t docr een paar

2
(513“1> van cijfers €45 Nes die de waarden

0 of 1 kunnen aannemen: sls het in de lin=

ker helft van X ligt ishet eerste cijfer, 1 10310 ) (gt

€15 gelijk aan O3 als het in de rechter

helft van X ligt, ishet eerste cijfer, €., 0 (050} f (1507

gelijk aan 1; als het in de onderste helf+

van X ligt ishet tweede cijfer, Nys gelijk 0
aan 0; als het in de bovenste helft van X

ligt is n

) figo 6
] gelijk aan 1 (fig. 6).

Dezelfde verdelingsprocedure passen WiJj opnleuw op ieder van deze

vierkanten toe door O achterhet eerste cijfer te plaatsen als het

nieuwe vierkant (5352; n?nz) in de linker ) y

helft van het oude vierksnt ligt (anders a

een 1), en door een 0 achter het tweede 10

cijfer te zetten als het nieuwe vierkant o 0;07)
in de onderste helft van het oude vier= 00

kant ligt (anders een 1) {fig. T)» 0C O%i;? 77? -

Door deze procedure n keer toe te passen overdekken wij X door

2n o . ,
een rooster van 2 congruente vierkanten

2 ‘
lengte 2™, Ieder vierkant is gekenmerkt

t 1 3 LY (O‘EO,O’ > Lgor\'
door twee rijen van n cijfers Ei en n.

* o1l AV

65152 500 En; Tl,j"] 560 Hn) van zljden=

die de waarden O en 1 mogen aannemen;

zijn zijde in horizontale richting is

\ ) sl L
de ennhelft van de Enzﬁ helft van ... 010 g?
fig. C

van de e,-helft van het eenheildsinterval,




zijn zijde in verticale richting is de nnxhelft van de N .=helft
van ... van de n,-helft van het eenheidsinterval. WiJ gebrulken
deze notatie ook voor rechthoeken zoals (15011) (fig. 8},

WiJ onderzoeken nu wat er gebeurt als wij T toepassen op
een van deze vierkanten of rechthoeken

bev, (€

nﬂnzjo Door de horizontale
i

152
ultrekking wordt de lengte van de hori=

zontale zijde van ieder vierkantje ver=

o
Iy
[&)
we
(&
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dubbeld, masar aan de onderlinge positie

wordt niets veranderd. Door de verticale

samendrukking wordt de hoogte van ieder

s ———
vierkantje gehalveert, maar wordt weer fﬁ?ﬁ?ﬁﬁf“”""ﬂ )
niets aan de onderlinge positie ver= posm g = == T
anderd. Als de rechterhelft van de re= :
sulterende rechthoek (van lengte 2 en’ I
hoogte %& boven de linkerhelft ver-
plaatst wordt krijgt een vierkantje fig. 9
(022, nfﬁg) de gedaante van een rechthoek (52; On,gn?)D en een vierkantje
(1e €55 n102> de gedaante van een rechthoek (52; ?n?nz} (figs 9):

T(e,en5 nyny) = (655 e, )e

Herhaling wvan deze redenering leidt tot
T2(s €.3 n.n.) = Tle 3 e.n
1523 MyNp 2% &4y

= (3 ezajn%nzﬁ

(een rechthoek waarvan de horizontale zijde lengte ' heeft)

= (05 e e, myn, ) (75 e enn,;
T3(sﬁeﬁ; n,n.) = T(y =.e.n.n,)
172 i 2 2 2
= T{0; £ €4N N U T £,€.0,7. )
= { ngeﬁnwnEJQ}(; ’sg;ar Ny

(twee disjuncte rechthoeken waarvan de horizontale z1jden lengte

hebben ),




Iedere verdere toepassing van T verdubbelt het aantal van zulke recht-
hoeken en halveert hun hoogte,

Over het algemeen geldt

N R - Ly
Tn<e.§€2 000 5n; n?ﬂ,\ eoo N_J) = {, En 600 52?; n “2 0ot n_ﬁ
n+p
T € € £ = L} {; € ,
( 15p o000 9 n1n2 000 ﬂn) . . (Y n+p 60
n+p°®°° “n+
n+ifp 000 €580 Ty cos Wn} p 2 1}

In de laatste regel staat aan de rechterkant een vereniging van 2P ais-

Jjuncte rechthoeken waarvan de horizontale zijden lengte | hebben

(e coo € nemen onafhankelijk van elkaar de waarden O en 1 aan. .
n+p n+1

Een analoge redenering leidt tot

[}

=1
T (€,8, 000 E_3 NyNy coo nn)

152 n (nyeyey con es m

|1}

(n cco N

=1 ;
T (8162 coo €_3 N.N N 5

‘i 2 600 nn)

n nq‘igi‘%ﬁ cee £ ;;’

(een rechthoek met hoogte 1),
Bij het verifiéren van de vergelijking

lim v(kaF(\E) = v(F) - v(E) voor alle rechthoeken E,F

koo
is het mogelijk zich te beperken tot roostervierkanten E,F (de reden
is dat iedere rechthoek de vereniging is van aftelbaar veel rooster-
vierkanten). Wij mogen dus veronderstellen

E = (5122 svo €5 NNy soo nn)@ viE) = 2°°

1
na

F

(6,65 000 @ 3 V.¥y cco ¥ )y vIF)

m m

Omdat k toch naar = loopt kunnen wij: ons beperken tot de beschouwing

van k's die groter zijn dan m+n:




k=m+n+p,p2>1

W ¥ rnE) (7P p gy =

1]

V{ Tn+p [T=(m+n+p ) F th ) =

(T AT PR)

(wij gebruiken het feit dat wegens de omkeerbaarheid van T gelidt
+ + + -m_, .

™" P(amB) = T5 PAanT PB). T 'F is

een rechthoek met lengte 2m2m en hoogte 1.

+ . . A A
TP is de vereniglng van oP disjuncte

rechthoeken met lengte 1 en hoogte p=20-P, -

- +p. . -
De doorsnede T "FAT  PE is dan een \ n+p
vereniging van 2P gisjuncte rechthoekjes 8 Y

@ o= ¢ e ° \
van lengte 2 M en hoogte 2 en=p (fig. 10). /171NN

Dus uif{ \Qg§

- L - + - -
w5 r aE) = v(TPr AT PE) T8 Ty 47 Py
_ »P , -=2m =2N=p
= oP . » .
N 2 2 fig. 30
- 2w2m . 2w2n
= v(F) ° v(E) voor k > m#n.

Hierult volgt de bewering.

Voor een diepere studie van deze problemen wordt als lectuur

aanbevolen:

Halmos, P.R.: Lectures on ergodic theory, Publicaticns of the
mathematical society of Japan 3, Tokyo 956 (Chelsea,

New York),

(dit boekje heeft de spreker ook bij het kiezen en uitwerken van dit

elementaire onderwerp gelnspireerd’). Verder

Zaanen, A.C.: An introduction to the theory of integration, North
Holland, Amsterdam 1958,

{dit boek bevat ook een inleiding in de maat=-theorie waarvan in ds

ergodentheorie intensief gebruik wordt gemaakt).




Een overzicht van de nieuwste ontwikkelingen in de ergodentheorie

geven

Jacobs, K.: Neuere Methoden und Ergebnisse der Ergodentheorie,

Springer, Berlin 1960,

Jacobs, K.: Einige neuere Ergebnisse der Ergodentheorie,
Jehresbericht d. DMV 67 (1965) 1L3-182.







